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Resumo

Problemas inversos geofisicos sdo, na sua grande maioria, mal postos. Seja pela instabilidade
das solucoes, ou pela nao unicidade das mesmas. Uma das alternativas para contornar este
entrave é através dos regularizadores e estabilizadores, que sao ferramentas matematicas
incorporadas ao funcional minimizante. Através do conhecimento geoldgico prévio do local
de estudo, pode ser interessante a utilizacao de diferentes funcionais estabilizantes, as quais
favorecem solugoes especificas. Bijani et al. (2015) propuseram um novo estabilizador,
chamado de funcao de equidistancia, para o problema inverso gravimétrico 3-D que
estima o excesso de massa e o arcabougo de fontes homogéneas por meio de um conjunto
de fontes pontuais com igual excesso massa. Este estabilizador baseia-se em resolver o
problema da arvore geradora de custo minimo (Minimum Spanning Tree, em inglés) e
tem como objetivo homogeneizar a distribuicao espacial das fontes pontuais de massa,
atribuindo-lhes conexidade por meio da métrica Euclidiana. Neste trabalho implementamos
e validamos o referido estabilizador, em linguagem Python, para o problema inverso 2-D
similar. Além disso, é proposta uma alternativa a funcao de estabilizacao, baseada em
uma norma distinta, chamada na literatura de norma de Mahalanobis, que baseia-se na
covariancia da distribuicao espacial de fontes pontuais. Desta forma, podemos investigar
se a referida norma privilegia as estimativas que possuam dire¢oes preferenciais, como por
exemplo, fontes em mergulho ou de formato eliptico. Para solucionar este problema inverso
estabilizado, utilizamos a otimizagao estocastica, por meio da implementacao do algoritmo
genético (AG) mono-objetivo, também em linguagem Python. A implementagao é realizada
aproveitando as existéncias de fungoes do Python pré-definidas para computacao cientifica,
assim como a criacdo de nossas proprias fungoes. Testes em dois conjuntos de dados
sintéticos ruidosos foram executados para diferentes valores do parametro de regularizacao
a fim de verificar a eficacia dos distintos estabilizadores. As estimativas obtidas mostram
que a funcao de equidistancia realmente impoe compacidade ao conjunto de fontes pontuais,
fato constrastante quando a funcao de estabilizacao é baseada na métrica de Mahalanobis.
Adicionalmente, pode-se observar que as estimativas iniciais sortadas dentro do espaco
de busca nao comprometeram as solucoes obtidas pelo AG, fato inerente aos métodos

estocasticos.

Palavas-chave: Inversao gravimétrica, Algoritmo Genético, Teoria dos Grafos,

Estabilizacao
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Abstract

Inverse geophysical problems are mostly ill-posed due to the instability of solutions, or the
non uniqueness of them. One way to solve this is through regularization and stabilizers,
which are mathematical functions incorporated into the goal function. Through prior
geological knowledge of the study area, it might be preferable to use different metrics,
which favor specific solutions. Bijani et al. (2015) proposed a new stabilizer, called the
equidistance function, for the 3-D gravity inverse problem that estimates the excess of
mass and the framework of homogeneous sources by a set of identical point masses. This
stabilizer solves the Minimum Spanning Tree problem and aims to homogenize the spatial
distribution of point masses. The Euclidean norm is considered to imposes connectivity to
the set of point masses. In this work we implement and validate, in Python language, the
equidistance function for a similar 2-D gravity inverse problem. In addition, an alternative
stabilizing function, based on Mahalanobis distance, is proposed. In this way, we can
investigate whether this norm favors estimates that have preferential directions, such as
dipping or elliptical sources. To solve this stabilized inverse problem, we implement the
mono-objective Genetic Algorithm (AG), also in Python language. The implementation is
accomplished by taking advantage of Python’s predefined internal functions for scientific
programming, and also creating our own functions. Tests on two noisy synthetic data
sets are performed for different regularizing parameters in order to verify the effectiveness
of both stabilizers. The obtained estimates show that the equidistance function imposes
compactness to the set of point sources, which is not the case when the stabilizer is
based on Mahalanobis distance. Additionally, it can be observed that the initial estimates
randomly defined within the search space did not compromise the solutions obtained by
the GA, a fact inherent to stochastic methods.

Keywords: Gravity inversion, Genetic Algorithm, Graph Theory, Stabilization
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1 Introducao

A Geofisica é a ciéncia que estuda os fendmenos fisicos relacionados aos planetas,
principalmente a Terra (KEAREY; BROOKS; HILL, 2013). Os métodos geofisicos sao
aplicagoes diretas da teoria geofisica (TELFORD, 1990), como por exemplo o método
eletromagnético, que ¢ derivado diretamente das equagoes de Maxwell aplicadas ao campo
eletromagnético da Terra (COGGON, 1971). Outro exemplo é o método sismico, baseado
nas equacoes diferenciais parciais que modelam o comportamento de ondas em meios
acusticos e eldsticos, o qual nos ajuda a entender a subsuperficie com destacada resolucao
(WHITE, 1983). Ha também o método gravimétrico, baseado na analise vetorial e na
teoria das fung¢oes harmonicas aplicadas ao campo gravitacional da Terra, afim de estudar
variagao lateral de densidade das rochas em subsuperficie (BLAKELY, 1996). Seja qual for
o método, uma etapa crucial e muito importante do fluxo de trabalho para um geofisico
¢é a etapa de inversao. Esta é uma area da matematica, mais especificamente da Analise
Matematica, que tém como objetivo estimar os parametros de uma funcao que parametriza
uma superficie diferencidvel especifica (TARANTOLA, 2005). A inversao geofisica refere-
se a aplicacao de técnicas matemaéaticas no dado geofisico, com o objetivo de recuperar
informacoes fisicas de subsuperficie (ZHDANOV, 2015). A defini¢do geofisica pode parecer
um pouco diferente da matematica, mas ficara claro adiante no capitulo 3 a equivaléncia de
ambas defini¢oes. Problemas inversos geofisicos sao, na sua grande maioria, mal postos. Seja
pela instabilidade das solugoes, ou pela nao unicidade destas (BACKUS; GILBERT, 1967).
Uma das formas de resolver isso é através de regularizadores e estabilizadores, ferramentas
matematicas que sao incorporadas a funcao de minimizacao. Assim, estudos tém sido feitos
afim de propor e validar novos estabilizadores e regularizadores aos problemas inversos
geofisicos. Por exemplo, Tikhonov e Arsenin (1977) propuseram uma forma de tornar o
problema mal posto em bem posto, solucionando os 3 assinaturas de instabilidade. O
regularizador de Tikhonov é um dos mais utilizados ainda hoje em dia, devido a sua facil
implementagao e baixo custo computacional. Alguns anos depois, Backus e Gilbert (1967)
propuseram uma nova abordagem, um novo regularizador. Utilizados em muitos problemas
inversos sismicos, o regularizador de Backus-Gilbert impoe uma grande estabilidade as
solugoes do problema, algo extremamente importante para modelos de equagoes diferenciais
parciais. Em 2015, Bijani et al. (2015) propuseram um novo estabilizador para o problema
de inversao gravimétrica 3-D que estima o arcabouco de massa de fontes homogéneas.
Este estabilizador baseia-se na teoria dos grafos e na resolucdo do problema da arvore
minima e tem como objetivo estabilizar e unificar as solu¢ées do problema inverso 3D.
A teoria dos grafos é um ramo da matematica que estuda as relagdes entre os objetos

de um determinado conjunto. Para tal sdo empregadas estruturas chamadas de grafos,
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G(V,E) , onde V é um conjunto nao vazio de objetos denominados vértices (ou nés) e E
(do inglés Edges - arestas) é um subconjunto de pares nao ordenados de V (COSTA, 2011).
Derivada desse belo ramo da matematica, surge a MST (do inglés Minimum Spannin tree
- Arvore de espalhamento minimo), que nos ajudaréd a estabilizar as solugoes encontradas,

utilizando uma otimizacao estocastica meta-heuristica.

O objetivo deste trabalho é implementar e validar o estabilizador proposto por Bijani
et al. (2015), em linguagem Python, para um problema inverso 2-D similar. Além disso,
sera proposta outra métrica para a fungdo de estabilizacao original, chamada de métrica
de Mahalanobis (LIMA, 1983). Esta, em contraste com a norma Euclidiana, considera
a matriz de covariancia inversa das coordenadas Cartesianas 2-D do conjunto de fontes
pontuais, o que favorece a estimativa de solugoes que priorizem uma direcao especifica.
Dessa forma, podemos analisar o que cada métrica oferece em termos de estabilidade do
problema. A implementagao sera feita aproveitando a existéncias de fung¢ées do Python
pré-definidas para computacao cientifica, assim como a criagdo de nossas préprias fungoes.
A validacao serd feita através de testes sintéticos, implementados em Python, que simulam

anomalias gravimétricas produzidas por fontes simples, como um dique vertical e obliquo.

Inicialmente, apresenta-se o problema direto gravimétrico bidimensional, que con-
siste no calculo da componente vertical da atragao gravitacional (g,) produzida por fontes
pontuais de massa. Em seguida, definimos o problema inverso de estimar a distribuicao
espacial e o excesso de massa das respectivas fontes. Por se tratar de um problema mal
posto, discussoes sobre estabilizagao de problemas inversos sao apresentadas, dando luz
ao critério de estabilizagdo proposto por Bijani et al. (2015), que é apresentado neste
trabalho. Adicionalmente, a introdugao da métrica de Mahalanobis a funcao de estabili-
zacao é considerada. Afim de proporcionar para o leitor um melhor entendimento sobre
o estabilizador aqui estudado, adentramos brevemente na teoria dos grafos, mostrando
alguns exemplos que servem de alicerce para a estabilizagao do nosso problema. Além disso,
discutimos as aplicagoes desta teoria para o objetivo deste trabalho, introduzindo e expli-
citando o problema do MST na estimativa de solu¢oes tinicas e significativas. Logo apos,
apresentamos de forma superficial o conceito de algoritmos de otimizacao deterministica e
estocdstica, de forma a justificar a escolha do Algoritmo Genético (AG) para perfomar
a nossa inversao. Por fim, apresentamos os resultados obtidos, discutindo, analisando e

elucidando os aspectos principais da métrica de Mahalanobis no estabilizador.



15

2 Gravimetria

A Gravimetria é a subarea da geofisica encarregada em estudar variagoes laterais
na densidade das rochas em subsuperficie (KEAREY; BROOKS; HILL, 2013). Ela faz
parte dos Métodos Potenciais, uma area da fisica-matematica cujo objetivo é estudar
campos vetoriais mensurdveis que sejam conservativos (BLAKELY, 1996). Ao longo deste
capitulo, o leitor sera convidado a conhecer o a formulacao matematica do problema direto
a ser considerado e como ¢ possivel calcular dados a partir da proposta de parametrizagao

da subsuperficie adotada aqui.

2.1 O problema direto gravimétrico 2D

Seja uma fonte pontual de massa m;, cujas coordenadas Cartesianas sao represen-
tadas por (zj, zj), conforme observado na Figura 1. Pela lei da gravitagdo Universal de
Newton, sabemos que a vetor campo gravitacional g, produzido pela referida fonte em um

ponto de observagao (z;, z;) é dado por:

mA
g(ri, ;) = —v m (2.1)

em que:

Nm? .
Kg2

e v ¢ a constante Universal da gravitacido cujo valor no SI é 6,67 x 10~
e m; ¢ o excesso de massa da fonte pontual em kg;
e r; é 0 vetor-posicao que identifica a posicdo da i-ésima observacao;

e r; ¢ o vetor-posicao que localiza a posicao da j-ésima fonte pontual;

E importante salientar que neste texto, todas as grandezas vetoriais sdo representadas
por letras em negrito. Neste trabalho, utilizaremos somente a componente vertical da
atracao gravitacional, notada por g,. Como sabemos, a referida componente gravitacional é
uma Otima aproximacao a anomalia Bouguer que é comumente utilizada em interpretacao

Geofisica (BLAKELY, 1996; KEAREY; BROOKS; HILL, 2013). Para obtermos g,, devemos

fazer a projegao vetorial do campo gravitacional (i.e., Equagao 2.1) na diregdo vertical z:

9: = (g(r), 2). (2.2)

Vale salientar que o simbolo ( ) apresentado na Equagao 2.2 indica produto interno, ou

escalar, e basicamente representa a parcela do vetor campo gravitacional que esta sobre a



Capitulo 2. Gravimetria 16

r P(x;,z;)
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Figura 1 — Figura esquematica exemplificando os principais elementos geométricos a serem
utilizados no modelo. O circulo verde faz mensao a fonte de massa m; em
subsuperficie, r; e r; sao os vetores-posicao que localizam as coordenadas de
observacao e a fonte pontual, respectivamente. P(x;, z;) é a localizagdo da
i-ésima, observagao e xj, z; identifica a posi¢ao da j-ésima fonte pontual.

direcao vertical. Seguindo um pouco mais em nossa demonstragao e suprimindo os indices
1 e j para simplificar a notagao, tem-se:
m;
o 7 A A
9= = <_7W I,2). (2.3)

Como sabemos, para o caso bidimensional aqui tratado, o versor radial r = L”, em que

|r
r=xX+zzelr|=,/(rr)=+vz?+ 22 =r. Dessa forma:

1 m]‘
9, = ;<—7§

m .
A 7T A A
X + Vs 42 z) (2.4)
Da algebra linear, sabemos que o conjunto de versores Cartesianos {Z, 2} formam
uma base ortonormal. Assim, a componente vertical da atragdao gravitacional pode ser

computada:
mj z

9. =—7 (2.5)

2y’
A simetria Cartesiana associada a um campo vetorial puramente radial, como o caso do
campo gravitacional permite facilmente que o leitor verifique que as demais componentes
gravitacionais sao:

m; x m; Yy
—, Gy ="

rr rZr’
Voltando com os indices ¢ e j para identificacao das posi¢oes de observacao e da fonte
causadora e escrevendo os vetores-posicao ja no sistema Cartesiano de coordenadas,
chegamos finalmente a componente vertical da atracao gravitacional produzida por uma

unica fonte de massa pontual:

r) = — m; (ZZ—ZJ)
g:(ri, ;) 7[(@ —x;)2 4 (2 — ;)2

2.7)
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A Equacgao 2.7 exibe o aspecto linear da relagdo entre o excesso de massa e aceleracao
gravitacional, além da relacao fortemente nao linear entre g, e as coordenadas da fonte e

observagao.

2.2 Problema direto para multiplas fontes pontuais

Imagine agora que, ao invés de uma tunica fonte pontual, deseja-se calcular g,
produzida por um conjunto de M fontes pontuais, todas com igual valor de excesso de
massa m. Para que esse calculo seja possivel, basta realizar o somatorio da Equagao 2.7

para M fontes pontuais ao longo de N coordenadas de observagao:
M
gz:z gz(ri,rj) ,i:1,2,...,N s (28)
j=1

recordando que N e M sao o numero de observacoes e fontes pontuais, respectivamente.
Os indices j e ¢ controlam a posicao da j-ésima fonte pontual em relacao a i-ésima
coordenada de observagao, respectivamente. A Equacao 2.8 pode ser considerada, sem
qualquer perda de generalidade, devido ao principio da superposicao. Da algebra Linear,
recorde-se que se V e W sado espagos vetoriais e 7' : V. — W uma transformagao
linear, entao, por definicdo T'(u +v) = T'(v) + T'(v) Yu,v € V (LIMA, 2006). Este é o
chamado, na fisica, principio da superposicao. Para o problema gravimétrico em discussao
neste trabalho, V = R%2, W = R e T = g. Isto quer dizer que, dado um conjunto de
pontos M = {(x1,11), (x2,%2), ..., (zar, ynr)} € R? ;o campo gravitacional num ponto P
de coordenadas (z;,y;) € R? g gerado por todos os pontos em M, pode ser calculado

simplesmente pela Equagao 2.8.

Além da relativa facilidade com que a Equacao 2.8 pode ser implementada compu-
tacionalmente, esta ainda é uma alternativa as abordagens usuais para modelagem direta
gravimétrica, na qual a subsuperficie é representada por um ntmero finito de prismas
justapostos, como no trabalho de Uieda e Barbosa (2012). Vale reforgar que nesta trabalho,
assim como no trabalho original de Bijani et al. (2015), as massas das fontes pontuais

equivalem ao excesso ou auséncia de massa em relagao as areas vizinhas.
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3 Inversao em geofisica

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos primordiais para o melhor en-
tendimento da teoria da inversao aplicada a Geofisica. Adicionalmente, apresentaremos
brevemente a formualagao matematica do problema inverso gravimétrico bidimensional
aqui tratado, destacando especialmente as dificuldades e a inerente falta de unicidade

deste tipo de problema.

Como dito no capitulo 1, a inversao sob o ponto de vista puramente matematico,
tém como objetivo estimar os pardmetros de uma fungao ¢(p) que parametriza uma
superficie diferenciavel especifica (TARANTOLA, 2005).

Na Geofisica, ndo estamos interessandos na superficie em si, apenas queremos que ela
contenha os nossos dados observados. Assim, chamamos de Espago dos dados a superficie,
nao importando qual seja, que contém os dados observados. E chamamos de Espaco
dos parametros o espago Euclidiano que é o dominio da funcao de parametrizacao
¢(p) (SCALES; SMITH; TREITEL, 1994). Podemos definir entdo, mais formalmente,
um problema inverso geofisico como sendo um problema de otimizac¢ao, onde queremos
encontrar os pardmetros 6timos p*, de forma que ¢(p*) = Espago dos dados. De fato,
como dito antes, nao estamos interessados na superficie em si, apenas queremos que os
nossos dados observados estejam nela. Assim, se estimarmos o vetor de pardmetros p
que minimiza a func¢ao do ajuste ! (i.e., |d(p) — dops|n), em que d(p) é uma funcao que
coincide com ¢(p) nos dados observados e | |y é uma distdncia no Espaco dos Dados,
entdo a superficie parametrizada por d(p*) com certeza contém todos os dados observados,

conforme desejado.

3.1 Problema Inverso Gravimétrico 2D

obs

2% seja um vetor contendo N observacoes da componente vertical da atragao

Seja g
gravitacional. Essa resposta gravimétrica é devido a uma fonte causadora em subsuperficie,
da qual nada se sabe. Buscando extrair mais informacoes sobre a referida fonte, propomos
aqui que a subsuperficie seja representada por um conjunto de M fontes de massa, todas
com idéntico valor de excesso de massa m;. Cada uma das fontes esta localizada por um
par especifico de coordenadas (z;, z;). Podemos entao definir o vetor de parametros do

nosso problema da seguinte forma:

pj = (ZL‘j,Zj), j = 1, ,M . (31)

Funcéo que calcula a métrica entre dados observados e preditos, muitas vezes via métrica Euclidiana

1
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Portanto, o problema inverso consiste em estimar a distribuicao espacial bidimensional do

conjunto de M fontes pontuais e também o excesso de massa total (i.e., m = Zjﬂil m;j) que

obs

2% no sentido dos minimos quadrados.

melhor se ajustem ao vetor de dados observados g

Para tal, podemos definir a seguinte funcao objetivo estabilizada:

['(m,p) = ¢(m,p) + 1 0(p), (3.2)

em que a primeira parcela representa a funcao do ajuste dos dados, também chamada de

data misfit, que pode ser escrita como:

¢(m,p) = [1g2" — g.(m,p)|I*, (33)
em que o simbolo ||..||? representa a norma L2 ou Euclidiana e g,(m, p) ¢ vetor de dados
preditos, que neste caso é a componente vertical da atracao gravitacional predita pela
Equacao 2.8. Podemos analisar a Equacao 3.3 como a diferenca entre os dados observado e
predito para cada posicao de observacao. O objetivo central nesta etapa consiste em estimar
o excesso de massa m e as coordenadas Cartesinas bidimensionais (z;, z;), armazenadas
no vetor de parametros p, de cada uma das M fontes pontuais, de forma a minimizar
a fungao objetivo representada pela Equacao 3.2. Portanto, estamos aproximando uma
fonte causadora por um conjunto de fontes pontuais cujas coordenadas e excesso de massa
sao totalmente conhecidos. No entanto, como pode ser observado, a Equacao 3.2 possui
ainda um segundo termo composto por u, que é o parametro de regularizagao e tem o
papel de controlar a importancia relativa entre a funcao do ajuste e a de estabilizacao
durante o processo de minimizagdo (BOSCHETTI; MORESI, 2001). Existem diversos
trabalhos que visam encontrar o parametro de regularizacao ideal durante o processo
de otimizacdo (TIKHONOV; ARSENIN, 1977; FARQUHARSON; OLDENBURG, 2004).
H&, ainda, outros que nulificam o uso do p, dando origem a frente de Pareto (BIJANI
et al., 2017; SCHNAIDT et al., 2018; AYANI; MACGREGOR; MALLICK, 2019) Neste
trabalho, diferentes fatores regularizacao p, baseados inicialmente nos obtidos por Bijani
et al. (2015), foram considerados a fim de verificar a relevancia da fungao de estabilizacao

nas estimativas da distribuicao de fontes pontuais em subsuperficie.

Ja 0(p) ¢é a fungao de estabilizacdo, de fundamental importancia em nosso contexto,

cujos detalhes serao tratados nas préximas secgoes.

3.2 O Problema inverso Geofisico Estabilizado

A grande maioria dos problemas inversos em Geofisica s@o considerados mal postos

ou ambiguos (PARKER, 1977). Isso significa que podem sofrer dos seguintes casos:

e Nao existe solucao;



Capitulo 3. Inversdo em geofisica 20

Ocorre quando o vetor de parametros nao pode ser obtido, especialmente quando
a estimativa do vetor de pardmetros recai sobre a resolu¢ao de um sistema linear

indeterminado (TARANTOLA, 2005). Este nivel de detalhamento nao sera tratado

neste documento;

e A solugdo existe mas nao é Unica;

O problema surge no momento em que nao ha garantias de que exista apenas
um vetor de parametros p 6timo. Isto é, existem diversos vetores de parametros p

que minimizem a fung¢do do ajuste (i.e., Equagao 3.3) adequadamente;

e A solugao é instével,

Qualquer pequena alteracao na configuragao inicial do problema (ou seja, in-
troducao de ruidos aos dados observados ou pequenas variagoes nas estimativas
iniciais) acarreta em uma estimativa de p completamente diferente da anterior (TA-
RANTOLA, 2005). Dessa forma, podemos dizer que pequenas variacoes dos dados

implicam em grandes variagoes nos pardmetros estimados (BLAKELY, 1996).

Caso contrario, dizemos que o problema é bem posto. Portanto, para tornar um pro-
blema inverso estavel, precisamos nos apoiar nas chamadas fung¢oes de regularizacao ou
estabilizacao. Pode-se dizer que uma funcao qualquer atua como um estabilizador se, ao
incorporada a um problema inverso, este torna-se bem posto (TTIKHONOV; ARSENIN;,
1977).

Ao longo dos anos, muitos métodos de estabilizacao tem sido criados e testados.
Nos problemas inversos Geofisicos, podemos citar os trabalhos pioneiros de (BACKUS;
GILBERT, 1967; TIKHONOV; ARSENIN, 1977; HANSEN, 1987). Cada fungao de estabili-
zagao introduz uma caracteristica especifica ao vetor de parametros estimado e, na maioria
dos casos, compete com a otimizac¢ao da fungao do ajuste (TIKHONOV; ARSENIN, 1977;
TARANTOLA, 2005; ZHDANOV, 2015). Recentemente, Bijani et al. (2015) propuse-
ram um estabilizador alternativo, chamado de funcao de equidistancia (a funcao 6(p)
introduzida na Equacao 3.2), baseado no problema da arvore espalhada de custo minimo
(Minimum Spanning Tree, em inglés), denotado por MST, para impor que a distribuigao
espacial 3D de um conjunto de fontes pontuais seja homogéneo quando 0(p) possuir
norma L2 minima. Inspirados no trabalho de Bijani et al. (2015), o problema original foi
simplificado para o caso 2D e o estabilizador foi associado a outra métrica, chamada de dis-
tdncia de Mahalanobis (MAHALANOBIS, 1936; MAESSCHALCK; JOUAN-RIMBAUD;
MASSART, 2000; MCLACHLAN; MCLACHLAN, 1999; BAR-HILLEL et al., 2005). Estes

temas sao melhor apresentados no capitulo 4.
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4 Teoria dos Grafos

Um grafo é uma estrutura G = G(V,E), constituida por um conjunto finito e nao
vazio V cujos elementos sao denominados vértices, e um conjunto de subconjuntos a dois
elementos de V denominados arestas (COSTA, 2011)(Ver Figura 2). ! Indicamos por |V e
|E|, respectivamente, o niimero de vértices e o niimero de arestas de G. Se u, v sdo vértices
(ou nodos) e existe um elemento em E que inicia em u e termina em v, dizemos que a aresta
e conecta os vértices u e v. O grau de um vértice v, denotado por d(v), é o niimero de
arestas ligantes a v. Vértices ligados por arestas sao ditos vértices adjacentes (ABREU
et al., 2014). Na figura 2, por exemplo, |V| = 5; |E| = 6 d(vl) = d(v2) = d(v5) = 3.
Adicionalmente, nao héa distingao sobre a orientacao das arestas, de forma que grafo G
diz-se nao orientado. Seja G = G(V, E) um grafo. Quando G’ = G’(V’,E’) é um grafo

v

v v
1 e, 2 3

Q oO—2 O

v, O O Vs

)

Figura 2 — Exemplo de um grafo no qual V = {vy, v, v3, 04,05} e E = {e1, €9, €3, €4, €5,¢6}.
Esta figura foi retirada de (COSTA, 2011)

satisfazendo V'CV e E’'CE escrevemos G'CG e dizemos que G’ é um subgrafo de
G(ABREU et al., 2014).2

Grafos sao de extrema importancia para o mundo da matematica aplicada, sendo
fundamentais na ciéncia de dados, economia, logistica, otimizagdo numérica, etc (BONDY;
MURTY et al., 1976). Neste trabalho, utilizaremos um tipo especial de grafo e suas

peculiaridades com o objetivo de estabilizar o problema inverso gravimétrico.

1 Ainda que haja uma formalidade matemética na definicdo de um grafo, ela esté fora do objetivo deste

projeto.
De forma simples, estamos apenas escolhendo um ntmero finito de vértices e arestas do grafo maior
para definir G’.
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4.1 Tipos de Grafos

Apresentamos a seguir alguns tipos especiais de grafos que sao bastante utilizados

na matematica aplicada e, em particular, no nosso problema.

e Grafo sem lacos ou ciclos: E um grafo onde nao existem aréstas que liguem um
vértice a ele mesmo. Este tipo de grafo é de suma importancia para a construgao
do estabilizador mostrado na secao 3.1. A Figura 3 mostra um grafo sem ciclos,

enquanto a Figura 4.

Figura 3 — Exemplo de um grafo sem ciclos retirado de (COSTA, 2011).

(]

[\2}2
1@

Figura 4 — Exemplo de um grafo com 2 ciclos retirado de (GOMES, 2017).

e Cadeias, Caminhos e Ciclos: Uma sequéncia finita vy, vy, ..., v, de vértices de
um grafo G(V,E) ¢é dita uma cadeia (walk) de v; a vy quando {v;,v;41} € E,ou
seja, quando dois vértices consecutivos estao sempre ligados por uma aresta. Um
caminho(path) é uma cadeia em que todos os vértices sao distintos. Um caminho
fechado é denominado um ciclo. Caminhos e ciclos com n vértices sao denotados,

respectivamente, por P, C,, (ver figura 5 ).
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Ay

Figura 5 — C3 e Ps. Figura retirada de (COSTA, 2011)

e Grafo Conexo: E um grafo no qual existe um caminho ligando cada par de vértices.
Em caso contrario, o grafo é denominado desconexo. Se G é um grafo desconexo,
dizemos que G’CG é uma componente conexa de G quando G’ é um grafo conexo e

nao existe um subgrafo conexo de G contendo G’(ver figura 6).

NN

G, G,

Figura 6 — GG; é um grafo conexo e (G5 é um grafo desconexo com 3 componentes conexas.
Figura retirada de (COSTA, 2011)

4.1.1 Arvores

Uma arvore é um grafo conexo sem ciclo (HOORY; LINIAL; WIGDERSON, 2006).

Um grafo desconexo sem ciclos é chamado uma floresta(ver figura 8). Dizemos que uma

o—0O0—0C0—=0

Figura 7 — Uma floresta com 3 arvores. Esta figura foi retirada de (ABREU et al., 2014)

arvore ¢ geradora de um grafo G se é um subgrafo de G e contém todas os vértices de G.

Ora, dado um grafo G, podemos entao obter o conjunto A = {G' C G | G’ é uma &arvore}.
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Figura 8 — Uma arvore geradora de um grafo.

E natural se fazer a pergunta - Existe alguma arvore geradora que seja "menor'® que todas

as outras?

Teorema 4.1.1 Seja G um grafo. G é conexo se, e somente se, G possuir uma drvore

geradora minima (MST).

Isso signfica que, em nosso problema, o grafo sempre possui uma MST devido a construcgao
das arestas que conectam todos os pontos de massa (Figura 8). E importante salientar
que para a construcao dos grafos nao-orientados, utilizamos as bibliotecas networkz e
scipy, disponiveis em linguagem Python. O dinamismo e a facilidade de utilizacdo das
fungbes scipy.spatial.distance__matriz (para o calculo e atribuicdo dos pesos as arestas) e
networkz.minimum__spanning__tree (para definigdo do MST) foram determinantes para a
continuidade do trabalho, por terem sido implementadas de forma a otimizar o tempo de

processamento.

4.2 O MST no problema inverso gravimétrico 2D

Uma vez que temos em maos as defini¢oes necessarias, duas perguntas sao naturais.
A primeira deve referir-se a aplicabilidade do MST ao nosso problema. A segunda é como

computar a arvore minima, sem ciclos, de um grafo G?

Com o intuito de esclarecer alguns aspectos apresentados, vamos estabelecer as

seguintes analogias entre o que foi discutido sobre grafos e o problema inverso em questao:

e Os vértices do Grafo sao agora associados aos pontos de massa;

e As arestas que conectam os pontos de massa aos pares sao segmentos de reta

nao-orientados;

e Os pesos de cada segmento de reta sao as distancias Euclidianas entre os pontos de

massa que compodem o grafo;

Para exemplificar os conceitos mencionados, veja a Figura 9 (a). Nela podemos observar

um grafo nao orientado com 5 vértices e 9 arestas. O MST consiste em encontrar a arvore

3 Menor neste caso quer dizer de menor custo, coisa que serd tratada na préxima secdo
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geradora cuja soma de todos os pesos das arestas seja a menor possivel. Por definicao,
associa-se a cada aresta do grafo um peso, o qual, neste caso, é a distancia entre os
vértices conectados. Neste ponto fica mais claro porque nao podem existir ciclos, ja que

haveriam arestas com peso nulo, inviabilizando a construgao da arvore. Para construir o

d"S=(ds, dys. d34. d23)
(b)

Figura 9 — (a) Esquema de um grafo nao orientado composto por M =5 fontes pontuais
(pontos pretos enumerados de 1 a 5). As linhas que conectam os pontos de massa
sao as arestas do grafo. Cada aresta possui um distancia, que é representada
por dia, d13,d1yg, ..., dys. (b) Apds aplicar o algoritmo de Kruskal para encontrar
a MST. O conjunto de arestas em negrito representam as arestas que formam
o MST. As arestas escolhidas sdo armazenadas no vetor 57 (BIJANI et al.,
2015).

MST referente aos pontos de massa, ha diversos algoritmos na literatura. Neste trabalho,
utilizamos o algoritmo de Kruskal (KRUSKAL JR., 1956), implementado no pacote
networkX, em linguagem Python. A ideia por tras deste algoritmo consiste na busca por
um subconjunto das arestas que forma uma arvore e inclui todos os vértices, onde o
distancia total, dada pela soma dos pesos das arestas da arvore, ¢ minimizada. Para
mais detalhes sobre a implementacao do algoritmo de Kruskal, o leitor é convidado a
(KRUSKAL JR., 1956; CORMEN, 2001). Apés a aplicagao deste algoritmo em nosso
exemplo com 5 vértices, tem-se o resultado apresentado na Figura 9 (b). Observe que as
distancias dy5, dys, d3s € doz foram escolhidas para compor o MST, além do grafo resultante
nao formar qualquer ciclo, fato que é uma exigéncia do problema. Diante do exposto até
aqui, podemos definir a funcao de estabilizacao 6(p), adaptado de Bijani et al. (2015) da

seguinte forma vetorial:

0(p) = \/[d(p) — d(p)|” A [d(p) — d(p)], (4.1)
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em que d(p) é o vetor de dimensao M — 1 com as pesos (distdncias) que compoem o
MST, d(p) ¢ a média das distancias do MST, A, para a métrica Euclidiana, é a matriz
identidade de dimensdo M — 1 (i.e., nimero de arestas do MST) e o simbolo 7 indica
transposigao. Como comentado em Bijani et al. (2015), a fungdo de equidistancia (i.e.,
Equacao 4.1) mede a varidncia das distancias entre os pontos de massa que pertencem
ao MST. Dessa forma, essa funcao define se os pontos de massa estao homogeneamente
distribuidos ou nao. Por exemplo, se 8(p) = 0 significa que todos os pontos de massa estao
a mesma distancia da média, e, consequentemente, pode-se afirmar que as arestas do MST
possuem as mesmas distancias. Imagine agora que a Equacgao 4.1 seja baseada em outra
métrica. O que esperar desta alteracao na funcao de estabilizacao? Que tipo de restricao

sera atribuida as solugoes? Esses questionamentos sao melhor discutidos na sec¢ao 4.3.

4.3 A métrica de Mahalanobis

Com o objetivo de verificar como outra métrica pode contribuir para a estabilizacao
do problema inverso gravimétrico em discussao neste trabalho, introduzimos a métrica ou
distancia de Mahalanobis 4 da seguinte forma (LIMA, 2006):

0(p) = \/[d(p) — d(p)|” S~ [d(p) — d(p)] (4.2)

Repare que na Equacado 4.1 a matriz A ¢é a identidade, ao passo que na Equacao 4.2

torna-se a inversa da matriz S, que é matriz de covaridncia agrupada, cujo elemento (i, )

é obtido através da seguinte expressao:

Sij = cov(pi, p;) = El(pi — pi)(Pj — 1)), (4.3)
em que p; = (2;,2;) i = 1,..., M é o vetor de parametros, 41, e y; representam a média da
coordenadas z e z de todas as fontes pontuais, respectivamente. Podemos afimar que, para
uma série de problemas em que a matriz de covariancia agrupada for idéntica a matriz
identidade, entao tem-se que as métricas Euclidiana e Mahalanobis sdo coincidentes. Caso a
matriz S se apresente da forma diagonal, entdo a medida de distancia é totalmente analoga
a distancia Euclidiana normalizada (BAR-HILLEL et al., 2005). A métrica de Mahalanobis
considera a variancia de cada elemento do vetor de parametros. Essa caracteristica associada
ao MST privilegia distribui¢oes espaciais elongadas. Dessa forma, fontes causadoras de
anomalias gravimétricas que possuam diregdes obliquas (mergulo) sdo preferenciais. Vale
salientar que a Equagao 4.2 ndo impoe que as fontes pontuais estejam homogeneamente

distribuidas espacialmente, fato que contrasta com a Equagao 4.1.

Diante de todos os conceitos discutidos até aqui, precisamos de um método de

otimizacao para que seja possivel minimizar a funcao objetivo estabilizada 3.2 e conse-
4

é uma medida de distdncia introduzida pelo matematico indiano Prasanta Chandra Mahalanobis em
1936 (MAHALANOBIS, 1936)



Capitulo 4. Teoria dos Grafos 27

quentemente, encontrar a solu¢ao que ajusta os dados gravimétricos e tenha significado

geolodgico. O proximo capitulo 5 discute brevemente a respeito de como obter o vetor de

parametros 6timo.
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5 Otimizacao numérica

Problemas inversos sao resolvidos por meio de técnicas de otimizagao numérica, que
podem ser divididos em dois grandes grupos: i) Métodos Deterministicos (ou Analiticos)
e ii) Métodos Estocésticos (ou Probabilisticos). O primeiro consiste na estimativa do
vetor de parametros através das informacoes acerca do gradiente da funcao objetivo. Tais

conjuntos de métodos sofrem severas limitagoes quando:

1. a fungio objetivo f(p) néo for diferenciavel em RY (IZMAILOV; SOLODOV, 2009);
2. nao se sabe a derivada analitica de f(p);
3. a fungao objetivo é multimodal (VALENCIA, 1997);

4. a estimativa inicial é mal estabelecida (BOSCHETTI; MORESI, 2001);

Em nosso caso, definir a derivada analitica da fungdo 0(p) é inviavel. Desta forma,
recorremos aos métodos estocasticos de otimizacgao. Estes, basicamente, operam uma
busca especializada pela espago dos parametros. Tal busca, dotada de certa aleatoriedade,
tem como principal aspecto a imitacdo de fendomenos observados na natureza, como por
exemplo, o comportamento de uma colonia de formigas na busca por alimento ou processo
de sele¢ao natural proposto por Charles Darwin. Este segundo, chamado na literatura
de Algoritmo Genético é o utilizado neste trabalho e as etapas de implementacao sao

apresentadas na secao 5.1

5.1 Algoritmo Genético

Um algoritmo é uma série de passos organizados que descrevem o processo a ser
seguido, afim de solucionar um problema em especifico. Nos anos de 1970, John Henry
Holland (HOLLAND et al., 1992), motivado pelos recentes avangos na area de inteligéncia
artificial, criou um novo conjunto de algoritmos, que denominou de Algoritmos Genéticos
(AG). Tendo sua inspiracao na evolugao bioldgica e nos fend6menos genético-molecular,
os algoritmos genéticos fazem evolucionar uma populagdo de individuos (i.e., vetor de
parametros) através de agoes parcialmente aletérias, semelhantes as do processo de evolugao
bioldgica, como mutagao e cross over.(MKHLENBEIN; MAHNIG, 2001), descartando os
menos aptos! Os AG tem sua eficiéncia comprovada quando se trata de minimizar (ou
maximizar) fungdes que tem algum, ou até todos, dos problemas comentados no inicio

deste capitulo (VALENCIA, 1997).

1

Em geral, a palavra menos ou mais apto refere-se ao valor de uma funcéo objetivo aplicada a cada
individuo.
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5.2 Arquitetura e implementacao do Algoritmo Genético

Existem muitas arquiteturas para um AG. Neste trabalho, utilizamos uma bem

geral, que é representada pela Figura 10. Os elementos da arquitetura do AG sao destacados
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Figura 10 — Arquitetura do Algoritmo Genético utilizado neste trabalho
a seguir e aludidos aos elementos discutidos ao longo do texto. Sao eles:

1. ié a populacdo inicial, ié., um conjunto de individuos (m, p) definidos aleatoriamente

dentro do espaco de parametros estabelecido pelo usuéario;
2. f(X) é a funcao objetivo: a cada individuo é associado uma aptidao (I'(m, p));
3. 7 é o critério de parada do algoritmo;

4. Se ¢ a funcao de selecao dos individuos: etapa responsavel pela manutencao da

evolutibilidade do algoritmo;

5. Cr é a funcao de cruzamento dos individuos selecionados: fun¢ao que garante a

similaridade genética de pais e filhos;

6. Mu ¢ a funcdo de mutacao dos individuos obtidos através do cruzamento: funda-
mental para variabilidade genética da populacao, sendo crucial na fuga de eventuais

minimos locais associados a multimodalidade da func¢ao I'(m, p);
7. Re é a fungao de reinsercao dos individuos mutados na populagao original;

8. X* ¢ o melhor individuo encontrado que cumpre o critério de parada;
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5.2.1 Func3o Objetivo Estabilizada

Para o propésito deste trabalho, a funcao a ser otimizada é a funcao vista no

capitulo 3, dada pela equacgao 3.2.

5.2.2  Critério de Parada

Existem duas condigdes de término que sdo mais utilizadas na literatura (GOLD-
BERG; HOLLAND, 1988), quantidade de iterac¢oes ou diferenca entre as solu¢oes consecu-
tivas. A primeira é clara. Se o algoritmo exceder um nimero pré-determinadao de iteracoes,
entdo ele deve parar. A segunda é simplesmente uma funcao dif((my, p1), (ma, p2)) =
IT'(mq,p1) — T'(me, p2)|, onde (mq,p1) e (ma, p2) sdo os melhores individuos de duas
iteragoes consecutivas. Se dif((my, p1, (m2, p2)) < €, para para um € pré-definido, entao o

algoritmo deve parar. Nete trabalho, a condi¢ao de quantidade de iteracgoes foi escolhida.

5.2.3  Funcdo de Selecdo

Este operador é responsavel pela escolha do vetor de pais, que é um subconjunto
da populacgao inicial que serda o dominio da funcao de cruzamento. Para isto, tomamos
uma fungao de probabilidade do tipo Sigmoide(x)? e aplicamos esta fungio ao conjunto T’
= {I'(my, pi)/ i = 1,...,nimero de individuos}. Assim, associamos a cada individuo I';, um
valor p; = P(I';) em [0, 1] e outro valor p € [0, 1] aleatério. Se p; > p, entdo o individuo
correspondente (m;, p;) é escolhido para fazer parte dos pais. Em termos de pseudo-céddigo,

temos:

Algorithm 1 Fungao de Selecao

n = numero de individuos
for i:1 ->n do

prob; = P(L'(m;, p;))

p <- rand[0,1]

if p < prob; then

(m;,p;) & escolhido
else
i=1i+1

end if

end for

5.2.4 Funcao de Cruzamento

A funcdo de cruzamento serda a responsavel por gerar novos individuos, cujas
propriedades serao semelhantes as dos seus geradores, i.e., pais. Primeiro, dividimos o

vetor de pais pela metade (se nao for possivel, apenas excluimos um elemento qualquer

2 Esta funcio é definida por: Sig(x) =

l—e—®
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deste); apds isso, fazemos a média aritmética dois a dois entre elementos de cada metade.

Chamaremos isso de filhos. Em forma de pseudo-cédigo, a fun¢ao é da seguinte forma:

Algorithm 2 Funcao de Cruzamento

n = tamanho do vetor pais
if n é par then
pais <- primeira metade do vetor pais
maes <- segunda metade do vetor pais
else
um elemento qualquer é retirado do dominio
aplicamos a condigdo anterior
end if
for i:1 -> ndo
Dpei <— rand[0,1]
Pmae <— rand[0,1]

filhos [1] <- Pmae*MAES+Dpai*pats
Pmae*Ppai

end for

5.2.5 Funcao de Mutacao

Esta é a chave da arquitetura aqui proposta. Cada filho do vetor filhos tera
uma probabilidade de mutar, isto é, de mudar algum elemento do vetor de parametros,
aleatoriamente sorteado respeitando o espago de parametros definido a priori. Em nosso
contexto, cada filho podera mutar sua posi¢ao em (z, z), i.e., p ou sua massa m. Veja que
nao iremos mutar a popual¢ao inteira, nem os pais, apenas uma porcentagem dos filhos.
Isto é feito assim para que nao haja uma tendéncia probabilistca muito forte a ponto
de apds poucas iteragoes, a populacao ser totalmente idéntica. O pseudo-codigo abaixo

mostra de forma simples como é feito o processo.

Algorithm 3 Funcao de Mutacao

pmut <- rand[O0,1]
for i:1->ndo
pi <- [0,1]
if pmut > p; then
filhos[ i | = filhos[ i |*rand( espago de pardmetros )
else
nao faga nada
end if
end for

5.2.6  Funcdo de Substituicao

A funcao escolhida neste trabalho foi a funcao Elitista, ou elitismo. Ela consite em

substituir os individuos menos aptos da populacao inicial,i.e., os individuos de maior valor
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de T, pelos filhos ja mutados, sem importar os valores da funcao objetivo obtida para

filhos. A estratégia escolhida é mostrada no pseudo-cdédigo abaixo.

Algorithm 4 Fungao de Substituigao
POS;n; = tamanho de filhos
POPauz = Ordena(popim'cial)

POPauz [POSini = final] = filhos

O algoritmo genético apresentado aqui foi implementado em linguagem Python,
utilizando conceitos de classes, objetos, estrutura de dados e design patterns como factory e
literal objects. Vale salientar que a biblioteca scikit-learn do Python apresenta uma versao

propria deste algoritmo, que pode eventualmente servir de validagao para o implementado

aqui.
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6 Resultados

Para validar a nossa metodologia e poder comparar os resultados obtidos através
das diferentes métricas, que é o nosso objetivo principal, iremos apresentar dois modelos
de anomalias gravimétricas causadas por fontes homogéneas sintéticas. Para todos os
resultados, os modelos foram criados utilizando Python, aproveitando a estrutura de classes
intrinseca da linguagem, que nos permitiu criar modelos mais complicados a partir da
implementacao do mais simples, como ¢é o caso do segundo modelo. Nesta secao, todas as
figuras obedecem a seguinte ordem: (a) Mostra o melhor individuo da populagao inicial;(b)
Mostra o melhor individuo da populagéo final, ié., nossa solugao;(c) Mostra a convergéncia
da funcao de estabilizacao 6(p) e (d) Mostra o histograma dos residuos obtidos entre

dados observados e preditos.

6.1 Modelo de um Dique Vertical

A modelagem direta, i.e., a criacdo das propriedades do modelo e da sua anomalia
gravimétrica correspondente, foi feita utilizando as equagoes do (BLAKELY, 1996). O
prisma foi enterrado a 150m de profundidade e tem sua base a 750m, além de estar centrado
em x = 0 e ter 50m de comprimento para cada lado no eixo x. A massa escolhida foi de
aproximadamente 2 x 101 Kg. Para o Algoritmo Genético, foram escolhidos os parametros

mostrados na tabela 1 :

Pardametros do Algoritmo Genético
Parametro Valor
Probabilidade de Mutacao 0.2
N° de geragoes 500
N° de invididuos 50
Tempo de maquina médio 98s

Tabela 1 — Tabela mostrando os parametros do algoritmo genético para o modelo de um
prisma vertical.

Além disso, cada individuo possui M = 10 fontes pontuais com parametros de

busca apresentados na tabela 2.

6.1.1 Norma L2

Neste teste, utilizamos como funcao de estabilizagdo a Equagao 4.1, a mesma

apresentada em Bijani et al. (2015).
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Espago de parametros
Parametro Minimo Maximo
x(m) -950 950
z(m) 150 1000
M(Kg) 1x 108 1 x 102

Tabela 2 — Tabela mostrando o espago de busca dos parametros para a inversao do modelo
do prisma vertical.

6.1.1.1  Solucao Sub Regularizada (1 = 1 x 1071°)

A figura 11(a) mostra a solugao inicial e o desajuste das curvas de g,. Além disso,
nota-se claramente na figura 11(b) que a inversao recuperou dois agrupamentos de fontes
pontuais isoladas, além de ajustar o dado observado adequadamente. Veja que isto é o
esperado, uma vez que f(p) nao é adequadamente considerada durante o processo de
inversao, o que reforca a ambiguidade forma geométrica x propriedade fisica do
método. Na figura 11(c), podemos ver que a fungdo 6 apresenta valores altos, mostrando
que, de fato, ndo houve regularizagdo. Por fim, a figura 11(d) apresenta o histograma dos
residuos entre g, observado e predito, refor¢ando o aspecto gaussiano no ruido introduzido

no dado sintético.

6.1.1.2  Solucdo Super Regularizada (1 = 1 x 10'9)

A Figura 12(a) mostra a solugao inicial e o carater aleatério do algoritmo. Além
disso, vemos na Figura 12(b) o primeiro aspecto interessante do método proposto, onde
¢é notorio que a funcao de estabilizacao nao sé favoreceu solugoes menos esparas, como
haviamos previsto, mas estimou uma solugao excessivamente agrupada ao redor do centro
de massa do prisma. Claro, apesar da inversao super regularizada nao ter como proposito
ajustar os dados, tem como objetivo diminuir a distancia entre os vértices( fontes ) e o
centroide. Como o modelo é muito simples e simétrico, o centroide é, de fato, o centro
de massa do proprio modelo. O leito deve observar que na Figura 12(c) o comporamento
descrescente de 6 é evidente, mostrando que a funcao de estabilizacao de fato é minimizada,
convergindo pra 0, como imposto por u elevado. A Figura 12(d) mostra como o residuo
entre dados observados e calculados nao foi ajustado, uma vez que a funcao ®, da equacao

3.2, nao foi levada em consideragao pelo AG.

6.1.1.3  Solucdo Regularizada (u =5 x 1073)

A figura 13(a) mostra a solugdo inicial e como esta nao é preponderante para a
estimativa final, mostrando a independéncia do AG frente a estimativa inicial. Note que
apenas 1 corpo homogéneo é obtido como solucao, acabando com a ambiguidade vista na
figura 11(b). Veja também como o AG preocupou-se em obter solugoes geofisicamente

corretas, ié., solugdes que gerem uma anomalia gravimétrica suficientemente parecida com
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Figura 11 — Figura referente & norma L2 e u = 1 x 107!° mostrando como a solucdo sem
funcao de estabilizagao é ambigua, mesmo que o erro entre g, , e g, tenha
sido quase que 0.

a observada. Na figura 13(c) é possivel ver que valores mais baixos do que na figura 11(d)
sao encontrados, o que evidencia que a regularizacao foi imposta, mas ndo dominante. A
figura 13(d) mostra que o erro, propositalmente gaussiano, foi ajustado adequadamente

(média nula, desvio padrao 2.5).

6.1.2 Norma de Mahalanobis

Como dito na secao 4.3, a métrica de Mahalanobis é a grande novidade deste
trabalho. Vale a pena lembrar que com esta norma, nao esperamos homogeinizar a solucao,
mas sim obter novos resultados e conclusées sobre os beneficios de sua utilizacao no

momento da inversao.
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Figura 12 — Figura referente & norma L2 e = 1 x 10'° mostrando como a estabilizacio
utilizando a norma L2 favorece solugoes que colapsam no centroide da nuvem
de pontos.

6.1.2.1  Solucdo Sub Regularizada (=1 x 1071%9)

A figura 14(a) mostra a solugao inicial e o desajuste das curvas de g,. A figura 14(b)
mostra a estimativa final obtida e o ajuste dos dados. Repare que, mesmo que tenhamos
mudado a norma na funcao de estabilizacao, devido ao p ser extremamente pequeno, nao
vemos influéncia nenhuma da fun¢do 6(p) no momento da inversao. Vé-se claramente na
figura 14(c) que a funcao de estabilizagdo nao chegou perto do 0 e nem foi minimizada,
tendo ao longo do processo de inversao alguns picos positivos nao desejados. A figura
14(d) mostra como o residuo entre os dados observados e os preditos, foram ajustados

corretamente.

6.1.2.2  Solucdo Super Regularizada (= 1 x 10%Y)

A Figura 15(a) mostra a solugao inicial e o desajuste das curvas de g,. A Figura
15(b) mostra o péssimo ajuste tanto do modelo, quando da curva de g.. A Figura 15(c)

mostra como a fungao 0(p) foi de fato minimizada. O resultado da figura 15(d) mostra a
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Figura 13 — Figura referente & norma L2 e yu = 5 x 10—3 mostrando como para o fator de
estabilizacao correto, a inversao nao s6 consegue encontrar o arcabougo do
modelo, mas também ajustar a curva de g..

importancia do fator p de regularizacao, ja que, em contrapartida a figura 14(d), o ajuste

do residuo neste caso é inexistente.

6.1.2.3  Solucdo Regularizada (=1 x 10')

A Figura 16(a) mostra a solu¢do inicial e como a mesma passa longe de ser
tendenciosa. Talvez um dos resultados mais interessante, a Figura 16(b) mostra claramente
que a dire¢ao preferéncial do modelo na dire¢ao 2 foi encontrada, além do claro ajuste da
curva de g,, que é um dos objetivos principais da inversao gravimétrica. Vemos em 16(c)
que apesar da funcao de estabilizacdo nao ter sido minimizada, o fator p correspondente é
suficiente para evidenciar aspector geométricos sobre o modelo invertido. Por fim, a figura

16(d) mostra como o residuo gaussiano foi ajustado corretamente.
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Figura 14 — Figura referente & norma de Mahalanobis e = 1 x 1071% mostrando em (c)
como a convergéncia da fungdo #(p) ndo ocorreu, por isso a figura (b) mostra
um bom ajuste da curva mas ainda obtendo 2 corpos isolados como solugao.

6.2 Modelo de um Dique em mergulho

Este modelo foi criado utilizando duas ferramentas muito fortes do Python: O
Polimorfismo, que nos garante que uma func¢ao de mesmo nome mas objetivo diferente
em mais de uma classe é capaz de identificar que resposta deve retornar cada vez que
¢é chamada para um objeto especifico. E o principio da superposi¢ao, que nos diz que a
anomalia gravimétrica gerada por 2 corpos que nao tem intersecao, é a soma das anomalias
gravimétricas geradas por cada corpo de forma individual. Dito isto, foram criados 4 objetos
do tipo prisma, com parametros distintos. O modelo final é apenas uma concatenagao dos

4 prismas individuais e as propriedades dos prismas sao mostradas abaixo na tabela 3.
A tabela 4 mostra os parametros que foram escolhidos para o algoritmo genético.

Além disso, cada individuo possuia 10 fontes pontuais com parametros de busca

apresentados na tabela 5.
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Figura 15 — Figura refrente a norma de Mahalanobis e ;4 = 1 x 1020 mostrando como a
norma de mahalanobis nao leva em conta os centroides da nuvem de pontos,
por isso a solugdo mostrada em (b) é longe de ser boa, ainda que a figura (c)
mostre claramente que fungao #(p) foi otimizada.

Parametros dos prismas utilizados para criar o modelo
Prisma X(m) Z(m) p(Kg/m?)
1 [ -300, -100] [ 150, 250 | 2.95
2 [-200, 0 | [ 250, 350 | 2.95
3 [-100, 100 | [ 350, 450 | 2.95
4 [0, 200 | [ 450, 550 | 2.95

Tabela 3 — Tabela mostrando os parametros dos prismas utilizados para cria o modelo de
uma escada.

6.2.1 Norma L2

Devido ao modelo de escada ser mais complexo que o de um prisma vertical, o
algoritmo genético deve ter mais problemas em encontrar o centro de massa do modelo.
Todavia, ainda espearmos solugdes homogéneas, ié., pouco esparsas, verificando também o

ajuste da curva de g, .
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Figura 16 — Figura referente & norma de Mahalanobis e z = 1 x 10! mostrando que a
norma de mahalanobis conseguiu inverter o eixo preferéncial do modelo, assim
como o eixo de simetria (b) e diminuir o erro pra perto de 0 (d)

Pardametros do Algoritmo Genético
Parametro Minimo
Probabilidade de Mutacao 0.3
N° de geragoes 2000
N° de invididuos 50
Tempo de maquina médio 154s

Tabela 4 — Tabela mostrando os pardametros do Algoritmo Genético para o modelo de uma
escada.

6.2.1.1  Sub Regularizada (=1 x 107')

A figura 17(a) mostra a solugdo inicial e a grande diferenga entre as curvas de
g. predita e observada. A figura 17(b) mostra claramente como a inversao preocupou-se
apenas em minimizar o erro entre as curvas de g,, criando um modelo totalmente distinto
do original. A figura 17(c) mostra como, de fato, a func¢ao de estabiliza¢ao nao foi levada em

conta, abrindo espaco para a interpretacao de 2, ou até bem mais corpos como causantes
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Resultados
Limites de busca para o modelo de um prisma vertical
Parametro Minimo Maximo
x(m) -1000 1000
z(m) 10 1000
M(Kg) 1x 108 1 x 102

Tabela 5 — Tabela mostrando o espaco de busca dos parametros para a inversao.

da anomalia observada. A figura 17(d) mostra como a inversao foi capaz de ajustar o erro
gaussiano no dado, mostrando mais uma vez que o ajuste da anomalia gravimétrica foi

Otimo.
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Figura 17 — Figura referente a norma L2 e o = 1 x 107!Y mostrando como a curva de g,
foi ajustada, mas o modelo invertido foi totalmente distinto do verdadeiro,
devido a falta de estabilizagao.

6.2.1.2  Super Regularizada (1 = 1 x 10'%)

A figura 18(a) mostra a solugao inicial e o desajuste das curvas de g,. A figura
18(b) mostra como o alto valor de A colapsa novamente os pontos de massa. E interessante

ver que o algoritmo e a utilizagdo da norma L2 foram capazes de estimar bem o centro de
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massa do modelo. Vé-se claramente na figura 18(c) que a fungao de estabilizagao convergiu
para 0, como esperado, porém, como mostra a figura 18(d), o erro gaussiano colocado de

propoésito no dado foi totalmente ignorado pela inversao.
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Figura 18 — Figura referente & norma L2 e u = 1 x 10'° mostrando como o algoritmo e
a norma L2 foram capazes de aproximar bem o centro de massa do modelo,
porém o residuo entre as curvas de g, nao foi ajustado.

6.2.1.3 Regularizada (1 =1 x 1073)

A figura 19(a) mostra a solugao inicial e o desajuste das curvas de g,. Mais uma
vez, vemos na figura 19(b) como o fator u é decisivo, influenciando néo sé na interpretagao
geofisica do modelo, mas também para ajustar de forma eficiente a curva de dados
observados. A interpretacao é clara o mostra que apenas um corpo homogéneo é o causador
da curva em azul, além de ter um ajuste significativamente bom.A figura 19(c) mostra
valores altos para a curva de 6(p, mostrando que a mesma nao foi priorizada. Vale notar
na figura 19(d) que o residuo gaussiano foi suficientemente ajustado, tengo média zero e

desvio padrao 2.5.
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Figura 19 — Figura referente a norma L2 e u = 1 x 10~% mostrando como o fator 6timo de
(4 conseguiu recuperar nao somente a forma do corpo em subsuperficie, mas
também ajustara curva da anomalia gravimétrica.

6.2.2 Norma de Mahalanobis

Entusiasmados pelos resultados nas figura 16(b), esperamos que a norma de maha-
lanobis, para este modelo, seja capaz de encontrar bem o mergulho do nosso modelo,
diferente da norma L2, como visto nos resultados na subsecao 6.2.1. Afinal de contas,

ajustar o mergulho ird com certeza melhorar o ajuste da curva.

6.2.2.1  Sub Regularizada (u = 1 x 107%)

A figura 20(a) mostra a solucao inicial e o desajuste das curvas de g,. A figura
20(b) mostra, de cara, o poder desta norma. Apesar de um fator u pequeno, a ajuda da
norma de Mahalanobis no problema inverso é claramente percebida pelo ajuste das curvas
de g., conseguindo ajustar inclusive a assimetria da curva, ainda que o modelo possa levar
a interpretagoes erradas. A figura 20(c) mostra claramente como a fungao 6(p) nao foi
levada em conta pelo algoritmo genético. Por tltimo, a figura 20(d) mostra um ajuste

quase perfeito do residuo gaussiano coloca de forma proposital no dado.
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Figura 20 — Figura referente a norma de Mahalanobis e i = 1 x 10~2° mostrando como a
norma de mahalanobis foi capaz de ajustar melhor a curva de g, que a norma
L2, ainda que no problema subregularizado.

6.2.2.2  Super Regularizada (1 = 1 x 10'%)

A figura 21(a) mostra a solucao inicial e o desajuste das curvas de g,. Como
esperado, a solucao, ainda que colapsando as fontes pontuais para um centroide, este
mesmo esta longe de ser o centro de massa do modelo, como pode ser visto na figura 21(b).
Novamente, a figura 21(c) mostra como a fungao de estabilizagao foi levada em conta no
processo de inversao. Apesar do modelo nao ter sido recuperado, o ajuste do residuo nao
foi dos piores, tendo pelo menos média zero e desvio padrao 2.5, como podemos ver na
figura 21(d).

6.2.2.3 Regularizada (u = 5 x 10%)

A figura 22(a) mostra a solucao inicial e como a mesma nao tem tendéncia nenhuma.
O resultado obtido aqui deve convencer o leitor de que a norma de mahalanobis é decisiva
no momento de encontrar diregoes preferenciais do modelo. A figura 22(b) mostra como

o mergulho do modelo foi encontrado pelo algoritmo genético. Mesmo que nao seja uma
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Figura 21 — Figura referente & norma de Mahalanobis e y = 1 x 10'°, mostrando como o
residuo foi ajustado até certo ponto, porém o esqueleto do modelo nao pode
ser recuperado.

direcdo preferencial canonica (Z ou 2), a norma proposta foi eficiente a ponto de inverter o
mergulho do modelo. O leitor deve atentar-se também a assimetria da curva G, Predito,
que tenta ajustar-se a curva em vermelho, como ja era esperado. A Figura 22(c) mostra a
curva de otimizagao de theta(p). Note na figura 22(d) que o erro gaussiano do residuo foi

ajustado.
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Figura 22 — Figura referente & norma de Mahalanobis e g = 5 x 10! mostrando como
a inversao regulizada por esta norma foi capaz de recuperar o mergulho do
modelo, ainda que abrindo problemas de interpretagoes para mais de um

corpo em subsuperficie.
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7 Conclusoes e Perspectivas Futuras

Revisitamos o trabalho de Bijani et al. (2015) e apresentamos uma nova abordagem
para o estabilizador proposto baseada na norma de Mahalanobis. A fim de estudar a in-
fluéncia desta norma para os resultados da inversao estabilizada, sintetizamos dois modelos
a serem invertidos. Além disso, comparamos as normas de Mahalanobis e Euclidiana para a
fungao de estabilizacao 0(p). Para realizar a inversao, devido a complexidade do problema,
trabalhamos com o Algoritmo Genético, que foi implementado em linguagem Python. A
facilidade desta abordagem se deve ao fato do Python ser uma linguagem multi-objetivo,
i.e., capaz de performar algoritmos com muitos calculos, ao mesmo tempo de ser talvez

uma das melhores ferramentas de visualizacdo de dados na atualidade.

Os resultados mostraram que a norma Euclidina, quando utilizada, homogeiniza
a solucgao, i.e., ndo abre espago para mutiplos grupos de fontes pontuais. Este aspecto
reduz a ambiguidade na interpretacao, resultado que também foi obtido por Bijani et
al. (2015) para o caso 3-D. Por outro lado, a utilizacdo da norma de Mahalanobis foi
decisiva para encontrar eixos preferenciais e de simetria quanto a geometria das solugoes,
i.e., apresentou-se melhor no momento da inversao de corpos elongados, ainda que nao
tenha sido eficiente para reduzir a ambiguidade forma geométrica x propriedade fisica

intrinseca ao problema inverso gravimétrico.

Para manter a continuidade do trabalho, o proximo passo claro é tentar implementar
uma inversao multi-objetiva, valorizando nao s6 solucoes pouco esparsas, mas também,
quando necessario, solugoes cujos eixos preferenciais sejam elongados. Além disso, a
complexidade computacional, assim como o espaco de memoéria do AG implementado,
nao foi estudado a fundo neste trabalho, deixando a perspectiva para um possivel estudo
da complexidade e como otimiza-la. Por ultimo, deixamos em aberto a questao sobre a
possibilidade de modelar fontes de anomalias magnéticas utilizando a mesma metodologia

proposta neste trabalho.
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